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OLIMPIADA DE MATEMATICA
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CLASA AV-A
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Noti: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Subiectul 1. Produsul a doua numere este 540. Daca primul numar s-ar mari cu 5, atunci produsul lor
ar fi 600. Aflati numerele.

Solutie:
Notam a si b cele doud numere. Avem a b = 540, (1)si (a +5) b = 600, (2).
Din(l)si(2)avema-b+5-b =600 540+5-b=600=5-b=60< b =12
Cuma- 12 = 540 < a = 45. Numerele cautate sunt 45 si 12.

Detalii rezolvare Barem

asoclat
Noteaza a $1 b cele dOUS NUMETE ........oiuiiii i, 1p
Scrie relatiile: a*b =540 si(@+5) b =600 ..........c.ccciiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiin, 2p
ObtINE D = 12 81 @ = 45 ..o 4p

Subiectul 2. Fie numarul natural n =11..1+ 22..2+..... +88...8+99...9, fiecare numar de
forma aa ... a continand cate 2015 cifre de a. Determinati cate cifre de 9 contine numarul n.

Solutie:

n=1-11..1+2-11..1+3-11..1+..... +8-11..1+9-11...1
=(1+2+3+..... +8+4+9)-11..1=45-11..1.

Obtinem n = 499 ... 95, numar ce are 2016 cifre. Deci n contine 2014 de 9.

Detalii rezolvare Barem

asoclat
Deduceca n=(1+2+3+..... +8+9)-11..1=45-11..1................occi. 3p
ObENE C8 71 = 499 .. 05 ittt ittt et et 2p
Precizeaza ca numarul n are 2016 cifre de unde deduce ca n contine 2014 de9................. 2p

Subiectul 3. Se considerd 5 numere naturale cu media aritmetica egald cu 24. Impartind pe rand primul
numar la suma dintre al doilea si al treilea, apoi al doilea numar la suma dintre al treilea si al patrulea,
iar la final pe al treilea la suma dintre al patrulea si al cincilea se obtine de fiecare datd catul 2 si restul
1. Stiind cd ultimele doua numere sunt consecutive, aflati numerele.

Solutie:

Notam primul numar cu x, al doilea numar cu y, al treilea numar cu z, al patrulea numar cu ¢t, al

cincilea numar cu u.

Avem (x+y+z+t+u):5=24deundeavemsumax+y+z+t+u=>5-24=120,(1)

Folosind teorema impdrtirii Cu rest obtinem:
x:(y+z)=2restl =>x=2(y+2)+1, 1<y+2z(2);
yi(z+t)=2restl=y=2(z+t)+1, 1<z+t, (3);
zi(t+u)=2rest1l=z=2(t+uw)+1, 1<t+u (4.
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Cumu =t + 1 obtinem din (4) ca z =2(t +t + 1) + 1 = 4t + 3. Din ultima relatie si (3) se obtine
y=2(4t+3+t)+1=10t+ 7. Din (2) obtinem x = 2(10t + 7 + 4t + 3) + 1 = 28t + 21.
Din ultimele relatii si din (1) avem:

28t +21+10t+7+4t+3+t+t+1=120 44t =88t =2

Avemx =28-2+21=77,y=10-2+7=27,z=4-2+3=11siu=2+1=3

Detalii rezolvare Barem
asoclat

Noteaza primul numar cu x, al doilea numar cu y, al treilea numar cu z, al patrulea numar cu 1p
t, al CINCIEA MUIMAL CU U ottt et et et et
Din(x+y+z+t+u):5=24deducex+y+z+t+u=120,(1) ..........ocevvnn.... 1p
Foloseste teorema impartirii si obtine relatiile:
x=2y+2)+1,y=2Z+t)+1,z=2t+w)+1 ..o, 1p
Precizeazacau =t + 1gsideducecdz=4t+3,y=10t+7 six =28t +21 .............. 1p
Foloseste in (1) relatiile obtinute si determind £ = 2 ........ccoiieiiiiniiiiiiiiiiiiiaieaeananns 1p
Calculeaza x =77,y =27, Z = 11 ST U = 3 ..ttt e, 1p
CazZUl U = € — 1 NU CONVINE ..vviiviiiiieitee et e eteeeite e et e s iteeetesebeesbeesbeesbeesateeebeessteeabessnseesbessnreebenas 1p

Subiectul 4. Determinati numerele ab pentru care ba+ab si ba—ab sunt patrate perfecte.

Solutie:

Avem ba+ab = 11(a+b) si ba—ab = 9(b—a). Pentru ca ba+ab si ba—ab sa fie patrate perfecte

trebuieca b+a=11si b-ae {1 4, 9}. Avem cazurile:

b+a=11 .
y T — 2b=12=b=6si a=11-6=5.
b-a=1
2) b+a:11}:> 2b=15=b & N, cazul nu convine.
b-a=4
b+a=11 . .
3) b 9 = 2b=20= b =10, cum b este cifra acest caz nu convine.
—a=

Singura varianti este a=5 si b =6 de unde avem ab =56.

Detalii rezolvare Barem

asociat
Deduce cd ba+ab=11(a+b) si ba—ab=9(b—a) 2p
Precizeazd ca b+a=11si b—ae {1 4, 9}. 2p
Demonstreaza ci singura varianti este a=>5 si b =6 de unde ab =56 3p
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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Subiectul 1. Demonstrati ca numerele naturale, care impartite in N la 102 dau restul 78, sunt
divizibile cu 3.

Solutie:
Fien € N, n:102 = crest 78.
Aplicand teorema impartirii cu rest obtinem n = 102c + 78 = 3 - (34c + 26), de unde numarul n
este divizibil cu 3.

.. Barem
Detalii rezolvare i

asoclat
Noteazad CuU T E N, 711 102 = C TSt 78 oottt ettt e e ettt e s e e e e e e e e e b reees 1p
Aplicd teorema Tmpartirii cu rest siobtine 1 = 102¢ + 78 ..o 1p
DedUCE CAT = 3 * (B4C 4 26) cveeiiiieiiieeie ettt ettt re e ra e 4p
Precizeaza ca numerele n sunt divizibile Cu 3 ... ..o, 1p

Subiectul 2. Fie unghiurile adiacente suplementare <xAOB si <BOC astfel incat raportul masurilor sa

fie % Fie [OD semidreapta opusa bisectoarei unghiului <BOC. In interiorul unghiului <COD se

considerd punctele M si N astfel incat m(«XCON) = m(«xDOM) = 2 - m(<MON) > 45°.
a) Aflati masura unghiului <COD.
b) Demonstrati ca punctele B, 0, M sunt coliniare.

Solutie:

a) Notam m(<XAOB) = x.

Avem m(xA0B) + m(«xB0OC) = 180° de unde se deduce cd m(«xBOC) = 180° — x. Cum
m(qAOB)_l X 1 4y = 180° Er — 1800 a0
—m(qBOC) _Z@—180°—x_1=) x = 180" —x = 5x = 180" & x = 36

obtinem m(XA0B) = 36° si m(XxBOC) = 180° — 36° = 1449,

Fie [0X bisectoarea «BOC. Avem m(xB0OX) = m(¥X0C) = 144°:2 = 72° Cum [0X si [OD
sunt semidrepte opuse avem m(«X0D) = 180° de unde avem

m(xCOD) = 180° — m(xX0C) = 180° — 72° = 108°.

b) Se discuta pe cazuri:

Cazul [ON c Int(<COM)
Notam m(XMON) = a = m(XDOM) = m(XCON) = 2a

m(xCOD) = m(xDON) + m(XNOM) + m(«xMOC) = 5a = 108° = a = 21° 36’

Cum m(xCOD) = 2a = 43° 12’ < 45°, acest caz nu convine.

Cazul [OM c Int(xCON)

Notim m(XMON) = a Avem m(XDOM) = m(XCON) = 2a = m(xCOM) = 2a — a = a.
m(xCOD) = m(XDOM) + m(XMOC) < 3a = 108° < a = 36°
Deci m(xCON) = m(xDOM) = 2a = 72° > 45°, convine.
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m(XBOM) = m(«BOC) + m(xCOM) = 144° + 36° = 180° = B, 0, M coliniare.

Detalii rezolvare Bare_m
asociat
Figura corespunzatoare ProbICIMECI........c..eeeuireriieeiiieeiiieeiteeeciteeeteeeeteeeereeeeteeeeseeensaeeenseeeeanes 1p
a) Notim m(<AO0B) = x si deduce cim(xBOC) =180% —x ................................ 1p
Determini x = 36° de unde obtine m(xAOB) = 36° sim(xBOC) = 144° .................... 1p
b) Studiaza cazul [ON c Int(xCOM)
Noteazd m(<MOM) = a = m(«xDOM) = m(«XCON) = 2a 2p
Deduce ci a = 21° 36’ si cum m(«xCOD) = 2a = 43° 12" < 45°, acest caz nu convine.
Studiaza cazul [OM c Int(XCON)
Noteazd m(XMOM) = a = m(XCON) = 2a = m(XCOM) = 2a —a = a. 2

Deduce ci a = 36° si m(«CON) = m(«<DOM) = 2a = 72° > 45°, acest caz convine.
Aratd cd m(«xBOM) = 180° = B, 0, M coliniare.

Subiectul 3. Se considera unghiurile adiacente <AOB si ¥BOC, astfel incat bisectoarele lor [OM si

[ON si formeze un unghi de 75°.

a) Sa se determine m(XAOB) si m(¥XBOC) stiind c¢d 3 - m(xAOB) = 2 - m(&XBOC).

b) Daca semidreapta [OT formeaza unghi drept cu semidreapta [OM astfel incat punctele M si T

sunt de aceeasi parte cu punctul B fatd de punctul A. Calculati: m(XTON), m(«XBON) si

m(xBOT) si m(xCOT).

Solutie: \ /B
a) Notam m(XAOB) = a si m(XBOC) = . Avem: ( \ ’
[OM bisectoarea <AOB = m(XAOM) = m(XMOB) = %; . 1_\‘\, 51 4

| s Nz
[ON bisectoareagBOC = m(«<BON) = m(xNOC) = =, N 7
2 0 '

Cum m(XMON) = 75° avem ca %+§ =75 @ a+=150° = a =150° - 3 , (1).

Dar 3-m(XA0B) = 2 - m(<BOC) =3a =24, (2).
Din (1) si (2) avem 3(150° — 8)= 23 <> 450° =58 <> B =90° si or =150° —90° = 60°.
Avem m(<AOB) = 60° si m(<BOC) = 90°.

“M

b) Avem m(xMOT) = 90° de unde avem: m(<TON) = 90° — [m(«xNOB) + m(<xMOB)] = 15%;

0
m(xBON) = g = % =45°; m(«xBOT) = m(«xBON) + m(XTON) = 45° + 15° = 60°;

m(LCOT) = m(«CON) — m(XTON) = 45° — 15° = 30°.

Detalii rezolvare Bargm

asoclat
Figura corespunzatoare ProblemMeL...........c.eeeuieruiiriienieeiieitieeie ettt eiteeieesiee e saaeeseeens 1p
a) Notim m(XAOB) = a si m(¥BOC) = B sideduceci a+LF=150° ............cc.coeeon.. 1p
Determind m(XAOB) = 60° si m(XBOC) = 900 ... . o 1p
b) Precizeazi ci m(«xMOT) = 900 si calculeazd m(XTON) =15° ........................... 1p
M(ZBON) = 45° L i, 1p
M(KBOT) = 600 ... 1p
M(ECOT) = 300 o 1p




| MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE
51 CERCETARII STIINTIFICE

este reductibila.

Subiectul 4. Determinati numerele naturale n stiind ca fractia

Solutie:
Dacd fractia este reductibild atunci existd d =lastfel incat d[3n+1sid[2n—7. De aici avem

d|2(3n+1)-3(2n—7), adicd d[23, prin urmare d =23. Acum 233n+1si 232n-7deducem cd

23|n +8, adicda n+8=23k, pentru k € N*. Se verifica pentru n=23k -8, k € N*, fractia este
reductibila.

Detalii rezolvare Bargm

asoclat
Precizeazi ca exista d =1astfel incat d3n+1sid2n—7 ... 1p
Deduce cd d[23n+1)-3(2n-7)=d[23=d =23 ..ot 2p
Din 23|3n +1si 23|2n -7T= 23|n +8 adica n+8=23k, pentruk € N* ......................... 2p
Precizeaza ca fractia este ireductibila pentru n=23k -8, k € N* ............................... 2p
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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Subiectul 1. Enumerati elementele multimilor:

A={a€@ a= Z_X,xeN*}gi B={xEN* azwf%,aEQ}.
Determinati AU B, AN B, A\B, B\A.
Solutie:
. 2-x N2-x . § 5 .
Din a= 7 - 3 sia € Q avem ca 2—X este patrat perfect si 2—x>0=>x<2, x € N*.
Pentru x =1 avem a:%:1 iar pentru X =2 avem a:—“22_2:0,de unde A:{O, %}

. 2—X 2-X . .
Din a:\/ 9 :\/ 3 sia € Q avem ca 2—X este patrat perfect si 2—Xx>0=Xx<2, x € N*,

Pentru x =1 avem a=—“23_1=%e Q, si pentru x =2 avem a=—“23_2=oe Q, de unde B:{l, 2}.
Avem AuB:{O, % 1, 2}, AnB=0, AAB=A,B\A=B.
Detalii rezolvare Barem
asociat
Determind multimile A:{O, %} si B=1l, 2} ...................................................... 3p
DeterminéAuB:{O, % 1 2}, ANB=0, AAB=AB\A=B ... 4p
Subiectul 2. Fie x#1, y=# -2, z# -3 numere rationale, astfel incat 2015+ 2015+ 2015 =2014.
X+1 y+2 z+3
Calculati X= y + Z+1.
X+1 y+2 z+3
Solutie:
Din 2015+ 2015+ 2015 = 2014, impartind egalitatea la 2015 avem ! + ! + 1 = 2014.
X+1 y+2 z+3 x+1 y+2 z+3 2015
cum X_1+ y +z+1_x+1—2+y+2—2+z+3—2:1_ 2 1 2 1 2

= — +1— =
x+1 y+2 z+3 X+1 y+2 z+3 x+1 y+2 z+3
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:3_2( 1,1 1 j:s—z 2014 _ 2017

Xx+1 y+2 z+3 2015 2015
Detalii rezolvare Bare_m
asociat
.o 1 1 1 2014
Arata ca + + T 2p
x+1 y+2 z+3 2015
Calculeaza X_l+ y +Z+1.:3—2- ! + ! + ! :2017 ................................ 5p
X+1 y+2 z+3 Xx+1 y+2 z+3) 2015

Subiectul 3. In triunghiul oarecare ABC, se considera M si N  mijloacele segmentelor [BC],
respectiv [AM ], punctul D simetricul punctului C fatd de A, BN "AC ={S}, DM nAB={T} si
punctul P mijlocul segmentului [SC].

a) Demonstrati ca AC =3PC.

b) Demonstrati ca dreptele ST si BC sunt paralele.

c) Calculati aria triunghiului ANS , stiind c aria triunghiului ABC este egala cu 48cm?.

Solutie:
a) In ASBC, [MP] este linie mijlocie de unde avem MP || BS.
In AAMP avem NS | MP si N mijloacele segmentelor [AM |
avem din reciproca teoremei liniei mijlocii ca S este mijlocul

segmentelor [AP]. Prin urmare avem AS =SP=PC=A—§, | N

D\b

deci AC =3-PC. XN\
b) In ADBC, [DM] si [BA] sunt mediane si DM ~ AB = {T } L7 N\ \
de B. :A .L
unde rezulta ca T este centrul de greutate a ADBC. Avem ca
£=l. Din AS _AC avem A—S=1. Cum AT =%, din reciproca teoremei lui Thales se

AB 3 3 AC 3 AB
obtine ca ST || BC.

c) Daci AS =a=> SC =2a, AD =3a. Deoarece [AM | este linie mijlocie in ADBC avem
AM || BD, ceea ce inseamnd cd AN | BD. Aplicind teorema Iui Thales in ASBDavem:

A <
SN _SA_1 , deci —2AN8 — E, (1). Deoarece AL = Aves _ 1, (2). Inmultind relatiile (1) si
SB SD 4 Apee 4 AC 3 Aus
A 1 .
(2) obtinem —2%. — =" deci A, = 4cm’.
'AABS
Detalii rezolvare Barem
asoclat
a) Demonstrati cd AC =3PC .. ..ottt 2p
b) Demonstrati cd ST || BC ...t 3p
A
c) Noteazid AS =a, SC =2a, AD =3a si aratd cd — = 1 si Aves (L 1p
AABS 4 AAABC 3
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. . . A
Obtine prin inmultire cd —4%-

'AABS

1 . <
=— sideduce ci Agpys =4CM .. ittt

1p

Subiectul 4. Fie ABCD un trapez dreptunghic cu m(«A) = m(«D) = 90° si P un punct variabil pe

AB
CD’

[AD]. Aratati ca suma PB + PC este minima daca si numai daca % =

Solutie:
Fie E simetricul lui C fata de punctul D. Cum PD este
medianad si indltime in APEC avem APEC isoscel de
unde PC =PE si PB+ PC =PB+ PE. Suma PB + PE

este minima daca punctele E, P, B sunt coliniare. Aceasta este echivalentd cu a spune ca

APDE ~ APAB , de unde AP _AB .
DP DC
Detalii rezolvare Barem
asoclat
Construieste E simetricul lui C fatd de punctul D...........ccccovviiiiiiiiiiiiiiiicee 1p
Deduce cd PB +PC = PB 4 PE ......oooiiiiiiii ettt tae st se e snn e nnae e nae e 2p
Precizeaza ca suma PB + PE este minima daca punctele E, P, B sunt coliniare ............... 2p
Precizeaza echivalenta cu a faptul ca APDE ~ APAB , de unde % = S—i ........................... 2p
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Notia: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Subiectul 1. Fie a € R . Demonstrati c¢i dacd a'® € Q si a'® € Q, atunci a € Q.
Solutie:

Pentru a # 0 avem:
- aleQ= (@M eQ=>d¥eqQ, ()
- a®eQ=(a®eQ>d"eqQ (2;
Din (1)si (2) > a®®>:a** € Q> a € Q.
Pentrua =0 = a € Q.

Detalii rezolvare Bargm
asociat
cazula # 0
- ateQ =@M EQRDA EQ, (D) i 2p
Al eQ=2>(@®)PeQ=2a€Q,(2) i 2p
Din(1)si(2)2a®:a>* €EQ2a € Q... 2p
CazUl @ = 02 @ € Q ..o 1p

Subiectul 2. Determinati valorile intregi ale lui x si y astfel incat

X—3y+4=0 si X’ +7y’+8x+8y+4e Q.

Solutie:
Din x—3y+4=0=>x+4=3y

Din Xx* +7y* +8X+8y+4=x*+7y* +8Xx+8y+4+12-12=x* +8x+16+7y* +8y-12 =
=(x+4) +7y? +8y—-12=(3y)* +7y* +8y —12=9y* + 7y* +8y -12 =
=16y? +8y +1-13=(4y +1)° —13.

Din /x? +7y? +8x+8y+4 € Q avem ci (4y+1)’ —13=k?, pentruk € Q.

Cum (4y+1)° —k? =13 <= (4y+1-k)4y+1+k)=13 cu x si y din Z. Analizand cazurile posibile

obtinem solutia X =-10 si y=-2.

Detalii rezolvare Bargm

asociat
Face substitutia X+4 =3y ... ... 1p
Deduce X? +7y? +8X+8y+4=(4y+1) =13 ...ccormreiiiie e, 2p
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Precizeazi ca daci/x? +7y2 +8x+8y+4 e Q atunci (4y+1)—13=k?, k € Q de unde
rezultd ca(4y +1— KN4y +1+K) =13, ..o

2p

Analizeaza cazurile posibile si precizeaza solutia X =—-10 i y==2 ........ccooiiiiiiiiiinnnnn,

2p

Subiectul 3. In cubul ABCDABC D', considerim Q proiectia lui D' pe AC si S proiectia lui D' pe

AC . Aratati ca:
a) ACL(DQB);
b) QS| (ABC)
Solutie:
a) DB L(ACC)=DB LAC,
Din AC L D'Q, AC LDB, DQNDB={D}= AC L(DQB')
b) ADAC=ADCA=<DAC =<DCA
AD'AQ=ADC'S = |AQ|=][C's]
Din AQ=C'S si AO=C'O unde {O}= AC = AC' rezulticia < QS| AC
Cum AC || AC si AC — (ABC) avem QS| (ABC).

Detalii rezolvare Ss?)rcﬁzrar']c
Figura corespunzatoare ProbIEIMCT .........c.iiviiiiiiiiiiiiiiiie e 1p
8) DB L(ACC )= DB LAC ...ooooieecceeceeeeeeee 1p
AC L DQ, ACLDB, DQNDB={D|=ACL(DQB) ..cceoveveveriirerererern, 1p
B) ADAC=ADC A=ID AC S ADC A oo 1p
AD'AQ=ADC S = |AQ|=|C S iiiiiiiiiiiiiiii i 1p
Din AQ=C'S si AO=C'O unde {O}= AC = AC rezulticia < QS| AC .................. 1p
Deduce ¢ QS| (ABC ) ....ooiiiieieee e 1p

Subiectul 4. Fie VABCD o piramida patrulatera regulata. Punctul M este mijlocul inaltimii VO,
punctul N este mijlocul segmentului BM, iar P e[AO] astfel incat AP =3-PO. Demonstrati ca

PN || (vDC).
Solutie:

Fie Q € (OB) astfel incat PQ| AB si R mijlocul lui (DO). Din PQ| AB obtinem %:

OP 1

PA 3

Daca OQ =a, atunci BQ =3a, OB=0D =4a, OR=2a, RQ =3a, adici RQ =QB. In ABMR, NQ
este linie mijlocie, prin urmare NQ | MR. In AVOD, MR este linie mijlocie, prin urmare MR || VD.
Rezulti asadar ci NQ|VD si cum PQ|CD din constructie, rezulti  (PQN)| (VDC). Dar

NP < (PQN), deci PN || (vDC).

Detalii rezolvare Barem
asociat
Figura corespunzatoare Problemel ...........ccoiviiiiiiiiiiiiiiei e 1p
Noteazi Q e (OB) astfel incat PQ || AB si R mijlocul lui (DO)..........ccc.oooevviiiinnn, 1p
P 1
Din PQ | AB deduce ca — O O 1p
QB PA 3
Noteazd OQ=a sideduceca RQ=0B ..., 1p
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Demonstreaza ca NQ este linie mijlocie in ABMR de unde rezulta ca NQ|| MR ............. 1p
Demonstreaza ca MR este linie mijlocie in AVOD de unde rezulti ca MR||VD .............. 1p
Arati ca (PQN)| (VDC) sideduce ca PN || (VDC) ....covvveiiiiiiiiiiiiiiieee e 1p




